Workshop i gruppeteori

Jonas Nipgaard Dissing (jond@Qunf.dk)

Ungdommens Naturvidenskabelige Forening Kgbenhavn

Dato: 19. maj 2026

Introduktion til workshoppen

Velkommen til workshop i gruppeteori. Vi vil fgrst se pa hvordan man regner med
nogle eksempler pa grupper. Vi vil derefter se pa hvordan man formelt definerer en

gruppe.



1 Opfriskning pa mangdelaere

Det fglgende afsnit vil ikke blive gennemgaet, men er teenkt som opslagsveerk hvis man
vil sla noget op. De begreber indenfor meengdeleeren som det ikke forventes at I har
set for vil blive introduceret lige for vi skal bruge dem. Dette afsnit er ikke teenkt som
en fgrste introduktion til maengdeleere, men rettere en genopfriskning.

Definition 1.1. En mengde er en samling af elementer. Vi kan skrive maengder pa
formen {elementer} og {elementer | betingelser}

Definition 1.2. Lad A vaere en mengde og = et element. Hvis x er et element i A
skriver vi x € A.

Definition 1.3. Den tomme mangde (skrevet () er meengden givet ved {}
Eksempel 1.4. e N={1,23,...}
e Z=1{.,-2-1012,...}

Definition 1.5. En funktion f : A — B tilordner hvert element i A (definitionsmeeng-
den) til et element i B (veerdimeengden).

Definition 1.6. En funktion f: A — B er bijektiv hvis alle elementer i B rammes af
preecis et element fra A.

Definition 1.7. Lad f: A — B og g : B — C vare funktioner. Daer go f: A — C
givet ved g o f(x) = g(f(x))

Definition 1.8. Lad f : A — B vare en funktion. An funktion g : B — A er invers
til f hvis fog(y) =y og go f(x) = z. I det tilfelde kan vi skrive g som f~1.

Proposition 1.9. En funktion er bijektiv hvis og kun hvis den har en invers.



2 Cykliske grupper

Definition 2.1. Tag en ting a. Vi definerer meengden C,, = {ma | m € Z} hvor
(kn +m)a = ma for alle k,m € Z. Vi definerer operationen @ pa C,, ved

ma® ka=(m+k)a
Vi kalder C}, med @ den cykliske gruppe af orden n.

Bemerkning 2.2. Vi skriver ofte resultatet af de udregninger vi laver med & som ma
hvor m er det mindste positive tal der passer. Ofte skriver vi bare m i stedet for ma.

Eksempel 2.3. Vi kigger pa Cs. Her er meengden {0a,la,2a,3a,4a}. Vi kan regne
2a @ la = 3a

og
3a @ 4da ="Ta=2a

Vi vil ofte bare skrive Cs = {0,1,2,3,4} og
261=3

og
304=7=2

2.1 Opgaver

Opgave 2.1:

Betragt Cs. Udregn fglgende
Didl

2)lolal

Opgave 2.2:
Betragt Cgs. Udregn fglgende

1161
2)1 33
3)4@5
4)2 @4

Opgave 2.3:
Betragt Cs. Find x i de nedenstaende udtryk

Didx=0
2)3px=1
3)rdd=1



3 Permutationer

Definition 3.1. Lad €2 veere en maengde. Daer S meengden {f : @ — Q| f er bijektiv}.
Vi lader o vaere funktionssammensaetning. Vi kalder Sq med o den symmetriske gruppe
over ). Vi kalder elementerne i Sq for permutationer.

Hvis Q er endelig med n elementer vil vi ofte skrive Q = {1,2,...,n}, og Sq som
Syn. Vi kalder dette den symmetriske gruppe af orden n.

Vikigger pa S,. Vi vil skrive et element o € S,, paformen (a1 ... am)... (b
Det skal forstaes som at o(a;) = a;41 for i < m og o(a,,) = a1 for alt mellem parente-
serne. Vi undlader ofte at skrive de parenteser der kun har en ting i dem.

Bemerkning 3.2. Funktionen id € Sq givet ved id(z) = x skrives ofte som 1 i den her
kontekst.

Eksempel 3.3. Vi kigger pa S5. Lad o € S5 veere givet ved

2 n=1
3 n=2
on)=41 n=3
5 n=4
4 n=5

Vi kan skrive o som (1 2 3) (4 5).
Vi lader 7 = (1 2 3 4 5) og regner ¢ o 7. Vi lader ofte vaere med at skrive o,
sa vi har
or=(1 2 3)(4 51 2 3 4 5=(1 3 5 2

3.1 Opgaver

Opgave 3.1:
Betragt Sy. Udregn

(1 2 3)(1 2 3 4)
2)(1 2 3 4)(1 2 3)
3)(1 2)(3 4)(1 2 3 4)
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Opgave 3.2:
Betragt Ss. Find x i de nedenstaende udtryk

(1 2 3 4 5)z=1
2)z(1 2)(3 4 5)=(1 2 3 4 5)
3)(1 2)x(3 4)=(4 5)



4 Diedergrupper

Vi kigger pa en regulaer n-gon. Vi kan rotere og spejle vores n-gon. Vi lader r vaere en

rotation mod uret, og s vaere en spejling. Vi kan skrive en ting vi kan ggre ved vores

n-gon som en streng af r og s (hvor vi skriver +™ for r---r). Vi skriver 1 for det ikke
n gange

at gore noget. Vi laeser fra hgjre til venstre, dvs sr skal laeses som at vi fgrst roterer,

derefter spejler.

Definition 4.1. For en reguleer n-gon definerer vi Dy, = {1,r,... 7" 1 s.sr, ... ,s"n — 1}.
Lad o og 7 veere strenge af symboler der definerer handlinger. Vi definerer ogsa ope-
rationen x som sammensaetningen af to handlinger givet ved o x 7 = o, hvor faolgende
geelder

e =1

e lxog=0=0cx1foralle o € Dy,

o sr=1r""lg

e ss=1
Bemerkning 4.2. Vi undlader ofte at skrive *.

Eksempel 4.3. Vi kigger pa Dg. Det svarer til et kvadrat. Vi kan regne

rdsris =r3ssr=r3r=rt =1

4.1 Opgaver
Opgave 4.1:
Betragt Ds.

1)Hvilken figur svarer det til?
Udregn det nedenstaende

2)srsr
3)sr3s
4)ssr

5)risr



5 Hvad er en gruppe?

Vi har set nogle eksempler pa grupper, men vi har endnu ikke set definitionen af hvad
en gruppe egentlig er. Det vil vi se pa nu.

Definition 5.1 (Kartesisk produkt). Lad A og B veere mengder. Da er det kartesiske
produkt defineret ved A x B = {(a,b) | a € A,b € B}.

Definition 5.2. (Kompositionsregel) Lad M vere en meengde. Da er funktionen x :
M x M — M en kompositionsregel pa M. Man skriver (M ,x). Man skriver ofte (x,y)
som & * y

Lad os tage et eksempel

Eksempel 5.3. Hvis vi tager de naturlige tal N, sa danner 4+ en kompositionsregel.
Det betyder at vi har (N,+). Vi skriver n + m i stedet for +(n,m).

Vi kan nu definere en gruppe.

Definition 5.4 (Gruppe). Lad G veere en meengde og * en kompositionsregel. Da er
(G,x) en gruppe hvis
1. Der findes et element e € G sa g xe = g = e x ¢ (identitet/ neutralelement)

1 1

2. For alle g € G findes et element g=' € G sd gx g~ = g~ x g = e (inverser)
3. for alle a,b,c € G geelder (a*b) xc = ax (b*c) (associativitet)

Hvis kompositionsregelen er underforstaet kan vi ngjes med at skrive G i stedet for

(G)

Eksempel 5.5. Lad (2 vere en meengde. Vi vil vise at den symmetriske gruppe over
Q) er en gruppe.

1. Funktionen id : Q@ — Q givet ved id(x) = x er et neutralelement.

2. Alle bijektive funktioner er invertible, s& for et element o er o~' den inverse til
.

3. Funktionsammensaetning er associativ.
Saetning 5.6. Lad G vere en gruppe, der er da precis et neutralelement.

Beuvis. Overlades til lseseren |

Szetning 5.7. Lad G vere en gruppe og g € G. Da er den inverse g~ !

(der findes kun et)

entydigt bestemt

Bevis. Antag sggende en modstrid at der findes et element ¢ € G hvor der er to
forskellige inverse gfl og g;l. Vi har per definition at g *gfl =e=gx* g;l Vi kan %
med g; ' pa begge sider, sa vi far

g ' xgxgr =g xgrgy!

exgr =97 =exgy =gy
Sa de er ikke forskellige. Det betyder at der maksimalt findes en invers til g. At der findes
en invers er givet ved definition. Det betyder at g~' findes og er entydigt bestemt. M

Definition 5.8 (Abelsk). En gruppe (G,*) kaldes abelsk hvis a x b = b x a for alle
abeG

Eksempel 5.9. Gruppen (Z,+), hvor + er defineret som det plejer, er abelsk.



5.1 Opgaver

Opgave 5.1: Den trivielle gruppe

Lad G = {0} og x veere givet ved 0 x0 = 0.
1)Vis at (G,*) er en gruppe

2)Er den abelsk?

Opgave 5.2: Udregninger i (Z,+)
I det fglgende ser vi pa gruppen Z.

1)Udregn 1 +1
2)Udregn 2 + 3

3)Find det inverse element til 2

Opgave 5.3: Cykliske grupper
Lad n € N.

1)Vis at (C,,,®) er en gruppe
2)Er den abelsk?

Opgave 5.4:
Lad ©Q veere en meengde. Er (Sq,0) abelsk?

Opgave 5.5: Diedergrupper
LadneN

1)Vis at (Day,,x) er en gruppe
2)Er den abelsk?

Opgave 5.6:
Lad (G,*) veere en gruppe. Vis at den har preecis et neutralelement.
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